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Problema teoreticd nr. 3 - Supraveghere Star TreR (10 puncte)

Descrierea situatiel

/

Nava Stelara Enterprise are de-a lungul fiecaruia dintre cele doua propulsoare warp cate o
succesiune de cinci balize luminoase, numerotate, coliniare, echidistante, asa cum se vede
in figura (pentru propulsorul din dreapta).

Atunci cand se misca, SS Enterprise se deplaseaza cu viteza constantd v, astfel incat
pentru intrebarile care urmeaza, balizele de pe un propulsor se afla tot timpul de-a lungul
axei de coordonate Ox .

in camera de supraveghere a unei alte nave spatiale care supravegheaza nava SS
Enterprise, si care se afla in repaus, sunt analizate imagini al liniei de balize luminoase.
Imaginile sunt luate de o camera de luat vederi cu diafragma situata in punctul de
coordonate (O,d) in sistemului de coordonate ortogonale prezentat in detaliul din figura de
mai sus. O Imagine a liniei de balize luminoase este produsa de raze care ajung simultan la
diafragma camerei, care se deschide pentru un interval de timp foarte scurt.

Pe o imagine a navei SS Enterprise, luata atunci cand aceasta este in repaus, lungimea liniei
de balize este L . In conditiile problemei se pot considera balizele ca fiind punctiforme.

Viteza luminii in vid ¢ =3,00x10®m-s™".
Foloseste marimile g =v/c si y= 1/\/1—,[:’2 , daca ele te ajuta sa exprimi intr-o forma mai
simpla raspunsurile la urmatoarele sarcini de lucru.

Sarcina de lucru nr. 1 - Legdtura dintre imagine §i pozitia reald
Pozitia reala este pozitia in sistemul de referinta in care camera este in repaus).

In continuare, camera de luat vederi ramane imobild in punctul de coordonate (O,d), iar SS

Enterprise se deplaseaza cu viteza v pe directia Ox . Pe o imagine datd de camera descrisa
mai sus se observa ca una dintre balizele luminoase se afla in pozitia x;.

1.a. Determina expresia pozitiei x a balizei luminoase, in momentul in care imaginea sa se
formeaza in camera de luat vederi.

1.b. Determina relatia inversa, adica exprima x; in functiede x,d,L,v si c.
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Sarcina de lucru nr. 2 - Lungimea aparentd a [iniei de balize

Camera de luat vederi formeaza o imagine a liniei de balize in momentul in care centrul
acesteia este intr-un punct x, .

2.a. Determina expresia pentru lungimea aparenta L; a liniei de balize pe aceasta imagine.

2.b. Descrie matematic modul cum variaza lungimea aparenta a liniei de balize in timp, pe
masura ce SS Enterprise se deplaseaza de-a lungul axei Ox - venind de foarte departe,
trecand prin originea sistemului si apoi indepartandu-se.

Sarcina de lucru nr. 3 - Imagine simetricd

Una dintre imaginile luate de camera, arata balizele din capete la o aceeasi distanta de
diafragma camerei.

3.a. Dedu expresia pentru lungimea aparenta L a liniei de balize Tn aceasta imagine.

i,simetric

3.b. Determina expresia pentru pozitia actuala a balizei din mijloc, in momentul in care s-a
obtinut aceasta imagine.

3.c. Determina expresia pentru pozitia balizei din mijloc in imagine.

Sarcina de lucru nr. 4 - Imagini ale SS Enterprise aflatd foarte departe

Camera de luat vederi ia o imagine a liniei de balize atunci cand SS Enterprise este foarte
departe si se apropie, si 0 alta imagine, atunci cand nava (si linia de balize) este foarte
departe si se indeparteaza de camera. Pe una dintre aceste imagini lungimea aparenta a
liniei de balize este de 200m, iar pe alta este de 600m .

4.a. Precizeaza care dintre afirmatiile de mai jos este corecta. Justifica raspunsul.

i. Lungimea aparenta este de 200m pe imaginea navei ,care vine” si de 600m pe imaginea

cu nava ,care pleaca”.

ii. Lungimea aparenta este de 600m pe imaginea navei ,care vine” si de 200m pe
imaginea cu nava ,care pleaca”.

4.b. Determina valoarea vitezei v de deplasare a navei.
4.c. Calculeaza valoarea distantei L in repaus.

4.d. Calculeaza lungimea aparenta a liniei de balize Tn imaginea simetrica, mentionata la
sarcina de lucru 3.a.

Problema teoreticd nr. 3 - Solutie

Sarcina de lucru nr. 1 - Legdtura dintre imagine §i pozitia reald

l.a. Imaginea aparutd in camera se datoreaza razelor de lumina care ajung in acelasi
moment si nu razelor de lumina care pleaca simultan. Din acest motiv apare diferenta dintre
imaginea aparenta a unui punct de pe linia de balize si pozitia actuala, la momentul in care
se formeaza imaginea, punctului de pe linia de balize.

O baliza, aflata in pozitia notatd cu x; apare pe imaginea din camera obscura daca lumina

provenita de la ea a plecat inainte de momentul luarii imaginii cu timpul T avand expresia
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Figura 1

In timpul necesar luminii s& ajunga de la baliz& la camera obscurd, baliza s-a deplasat pe

distanta v-T astfel ca ,pozitia actuala” a balizei la momentul la care este luata imaginea sa
este

v .
X=X +V-T=X +—/d* +x? = x; + f-/d* + x? (2)
c
Baliza care se afla in pozitia x; apare pe imagine atunci cand este in pozitia x.

Expresia din relatia (2)" reprezinté rdspunsul la sarcina de lucru 1.a.

1.b. Prin ridicarea la patrat a relatiei de mai sus rezulta succesiv

x?=2x-x;+x2 = p?-d?* + g% x?

(1—ﬂ2)x,-2—2x-x,-+(x2—ﬂ2«d2):0
(1—ﬂ2)x,-2—2x-x,-+(x2—d2+(1—ﬂ2)-d2)=0 (3)
x? 2 2 d?

y—’2—2x-x,+(x -d +7/—2J:0

Corespunzator,

X =7 (x+\/x —yi( B dZ)J

(4)
x,-=y2(xil\/ﬂ2-d2—(1—y2)-x2]
e
Deoarece
1 _ﬂz 2 2
1-y2=1- = =-p*. 5
Y 1 By (5
din ultima relatie din (5) rezulta
(x+ﬂ\/d2+7/ X J
(6)

=y(y-xiﬂ\/mj
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Deoarece se apropie de proiectia originea axei pe care se deplaseaza, selectarea fireasca a
semnului in expresiile de mai sus, conduce la

X,-=7(7-X—ﬂ'\/d2+72-xzj (7)
Baliza a carei imaginea apare in pozitia X; se afla Tn momentul formarii imaginii in pozitia x .

Expresia din relatia (7)" reprezinté rdspunsul la sarcina de lucru 1.b.

Sarcina de lucru nr. 2. - Lungimea aparentd a liniei de balize

2.a. Deoarece balizele se deplaseaza cu viteza v lungimea sa este — datorita contractiei
Lorentz - L/y.

In momentul in care camera obscuréd formeaza imaginea liniei de balize avand centrul in
punctul x,, balizele din capete au respectiv pozitiile

L
Xfafa =X, :X0+2_ (8)
v
Si
L
Xspate =X_=Xy _2_7/ (9)
Imaginile capetelor x;, vor fi formate de camera obscura ,ca si cum” s-ar fi aflat in pozitiile
2
x,-,i=7(7-x0igj—ﬁ-y\/dz{y-xoi%] (10)

in relatia de mai sus s-a tinut seama de expresiile pozitiilor capetelor liniei de balize si de
relatia (8).

Lungimea aparenta a liniei de balize, L;, este diferenta pozitiilor aparente ale capetelor adica
L, (Xo): Xiy =X - (11)

2 2
Li(xo)zﬂ/'L_,B‘?/\/der(?/'Xo+%) +ﬂ-7\/d2+[7'xo—%J (12)

Expresia din relatia (12) " reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 2.a.

2.b. Vazuta ca functie de x,, expresia polinomiala de gradul 2

L 2
F1=(7'X0+5) +d? (13)
are un minim cu valoarea d? pentru
L
Xy =—— 14
0="3, (14)

. o L . y
Pentru valori ale variabilei x,, x, > >, functia F, este monoton crescatoare.
v
Corespunzator, expresia

E =-p-yJF, (15)
“ A x L . N . .
este monoton crescatoare pana la x, = W apoi monoton descrescatoare si are un maxim
4

in valoare de

L
E1,max = E1(XO = _2_7j = —ﬁ]/d (16)
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Pentru
L
0=, (17)

E{xo =2L—yj=—ﬂ-y\/d2 +1? (18)

Grafic, dependenta E,(x, ) are aspectul prezentat in figura 2

E . E) (Ef+Ey)

ByD

EqE,

-ByD

Figura 2 - Reprezentarea grafica a functiilor E,, E, si E, +E,

Analog, vazuta ca functie de x, expresia polinomiala de gradul 2

L 2
F. =(7‘Xo_§j +d? (19)
are un minim cu valoarea d? pentru
L
0=3, (20)

. i L , g
Pentru valori ale variabilei x,, x, > >, functia F, este monoton crescatoare.
4

Corespunzator, expresia
E,=p-7JF, (21)

. Ay L . . . N
este monoton descrescatoare pana la x, = o apoi monoton crescatoare si are un minim in
Y

valoare de
L
E; minim = Ez(xo = 2—J = prd (22)
Y4
Pentru
L
0="3, (23)
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L
Ez[x0 =—ZJ=ﬂ-y\/d2+L2 (24)

Grafic, dependenta E, (XO) are aspectul prezentat in figura 2.
Expresia

E:E1+52:75(\/E_\/F1)

2 2
(y-xo—Lj +d? - (y-x0+Lj +d?
F-F, 2 ?

E=7/3( = (25

este monoton descrescatoare — asa cum se vede in imaginea din figura 2.
Ultima relatie din ansamblul de mai sus se poate scrie si sub forma

— 2- .
E- 2 pL a ( 26)

s G A (2

Pentru valori negative ale variabilei x,, expresia de mai sus se scrie

E - 2r"-p-L (27)

-t (2] e (2]

Evident, daca x, evolueazd monoton crescator intre —o gi 0 adica pentru —o<x, <0,
expresia din (27) evolueaza de asemenea monoton dar descrescator intre valorile

2. .
E(%F%wﬁi ( 28)
4
Si
E (0)=0 ( 29)

Pentru valori pozitive ale variabilei x,, expresia (26) se scrie

E - 2% L (30)

- () e (2]

Daca x, evolueaza monoton crescator intre 0 si co adica daca 0 < x, <o, expresia din (30)
evolueaza de asemenea monoton, dar descrescator intre

E.(0)=0 (31)
Si
E.(0)=-y-p-L (32)

Studiul analitic al lungimii aparente
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Li(x)=y-L+E (33)
arata — de asemenea — ca aceasta evolueaza monoton descrescator atunci cand x, creste.

Prin urmare, lungimea aparenta a liniei de balize descreste tot timpul.

Precizarea de mai sus reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 2.b.

Sarcina de lucru nr. 3 - Imagine simetricd

3.a. Daca in imaginea luata de camera obscura capetele liniei de balize se afla la aceeasi
distanta de diafragma camerei obscure, inseamna ca lumina provenita de la ambele capete
ale liniei de balize parcurge drumuri egale pentru a ajunge in intervale de timp egale la
diafragma camerei. Lumina care formeaza imaginea a plecat simultan din capetele liniei de
balize. Lungimea aparenta a liniei de balize este in aceste conditii lungimea liniei de balize in

. oL
miscare — adica —.

Y

Raspunsul la intrebarea 3.a. referitoare la lungimea aparenta a liniei de balize care apare in
imaginea simetrica este deci

L .
Li,simetric = ( 34)
v
Expresia din relatia (34) " reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 3.a.

3.b. Imaginile capetelor sunt — conform enuntului — simetrice. Aceasta revine la
Xiv ==X~ (39
adica

X, +x,_=0

Tindnd seama de (10) relatia de mai sus devine

2 2
0=x, +X_ :272'Xo_ﬁ'7\/d2+(7‘xo+%J _ﬂ'ﬂ/\/d2+(7'xo_%] (36)

Scriind si lungimea aparenta a liniei de balize pentru situatia analizata

£: Xi, =X =L, (Xo)
Y
L LY? LY? (57
=y L-By|d?+ |y xg+=| By dPH|yoxg—=
1% 2 2
si adunand relatiile de mai sus rezulta
2
£:27/2-XO+;/-L—2ﬂ-7/\/d2J{y-onr%J
v

L
272-XO+7-L—; LV

= |d? Xy +— 38

287 +(7 0+2J (38)

2 2
\/d2+(y-xo+£) X7 Ll —21):x0 7 LB
2) B 287 B 2

Prin urmare

Problema teoreticd nr. 3 — Solutie Pagina 7 din 11



Romanian Master of Physics 2013 (_I-_)

OMANIAN

2
L Xg:y L-p
q? . —| =20 4= 7 39
\/ +(7 Xo+2j 7 = (39)
Scazand (36) din (37) rezulta
LY x,-7 L-p
d? X ——= | =20 L =2 40
\/ +(7’ Xo 2} B > (40)

Din oricare dintre ultimele doua relatii se poate extrage valoarea pozitiei mijlocului liniei de
balize.
Din (40) rezulta succesiv

LY (x 14
d>+|y-x, += Zo 2
(y ’ zj ( 2J
2 2 2
d2+7/2'X§+I;1+7/ Xy-L= 027 4ﬁ +y- XL
(41)
2 42 |4 1 2(2 1)
yTXo - W _T'B -1)-d
1 ) 1 L2, )
J1-— =5 (g2 -1)-d
1_ﬂ2 0 ( ﬂzj 4(ﬂ )
si deci
L, .
Xy =p.|—+d 42
0 ﬂ 472 ( )

Expresia din relatia (43) " reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 3.b.

O alternativa a metodei de determinare a pozitiei centrului liniei de balize, pleaca de la
ipoteza ,capetelor dispuse simetric”, relatia (36) - scrisa sub forma

L) L)
272'X0_ﬂ‘7\/d2+(7'xo+5j :ﬂ‘V\/dz‘*(?"Xo_Ej (43)

din care rezulta succesiv prin doua ridicari la patrat si alte prelucrari algebrice

2
4;/4-xg+2ﬂ2-y3-xO-L=4ﬁ-y3-x0-\/d2+[7/-XO+%j
4y x2(1- p2)+ 2o x2 12(B7 —1)-44% X2 -d* =0 (44)

2 2 2
4-x§—'8}+L—4,[)’2-X§-d2 =0

Din ultima relatie se poate regasi relatia (42).

3.c. Pozitia mijlocului liniei de balize in imagine poate fi determinata folosind relatia dintre
pozitile aparenta si actuala (7)

/o—( Xo = f-yd? 4y Xoj

% LV (45)
Xio=7|7-P dz"‘(—J -p- |d*+y% B (dz ( J }
’ 2y 2y

Expresia pozitiei mijlocului liniei de balize in imagine este
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o = %ﬁ'[\/(%d)z (L) o [LTﬂj] (4
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Capatul din fata al liniei de balize are imaginea la x; , . Distanta dintre imaginea capatului si
imaginea centrului este

2 2
U=X;, =X =2L_7/_Xi,o —ZL_yV‘ﬂ{\/(V‘d)ZWL(%) _\/(d‘7)2+(LTﬁj J(47)*

Expresia din relatia (47) " reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 3.c.

Sarcina de lucru nr. 4 - Imagini ale SS Enterprise aflatd foarte departe

4.a. Relatiile (28) si (33) permit sa se scrie pentru lungimea aparenta a liniei de balize in
imaginea ,cu apropiere de departe” expresia

Li,apropiere :Li(XO _)_00)27'L+E— :7'L+7'ﬂ'L
1+
Li,apropiere =y L- (1 + ﬂ) =L ﬁ (48)
1+ 6
Li,apropiere =L 1- ﬂ

Analog, relatiile (32) si (33) permit sa se scrie pentru lungimea aparenta a liniei de balize in
imaginea ,cu indepartare” expresia

Li,indepan‘are :Li()(o_)oo):7/'L+EJr :7'L_7/'ﬁ'L

1-B
Liindeparfare :7'L'(1_ﬂ):Lﬁ (49)
, 1—ﬂ2
1-—
Li Jindepartare = L 1+ g

Deoarece — evident —

/1 + /1 N *
Li,apropiere =L 1 _ﬁ > Li,indepartare =L 1 +§ (50)

Se poate deci afirma ca raspunsul corect la sarcina de lucru 4.a este ii. Lungimea aparenta
este de 600m pe imaginea navei care vine si de 200m pe imaginea navei care pleaca.

Expresia din relatia (50) " si precizarea de mai sus reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4.a.
4.b. Raportul lungimilor imaginilor timpurie si tarzie este
L 1+ 46

Li,apropiere _ 1_18 :1+ﬂ :E. (51)
Li,indeparfare L \/ 1- ﬂ 1- ﬂ 1
1+
Din aceasta relatie rezulta
1+ =3-3p
51 (52)
2

in consecinta
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c

v=— .

2 (563)
v=150-108m-s™

Valoarea numerica din relatia (53) " reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4.b.

4.c. Din expresia lungimii imaginii timpurii rezulta — tindnd seama de viteza liniei de balize

600m = Li,apropiere = LW, :]I s ::?2 = L\/g (54)

Prin urmare
L =200v3 m =346m (55)°

Valoarea numerica din relatia (55) " reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 4.c.

, o . 1
4.d. Deoarece valoarea parametrului ¥ corespunzatoare valorii 8 = 2 este

1 2

1
y= - == (56)
NS \/1 1B
4
lungimea aparenta a imaginii simetrice este — conform relatiei
L V3
L, =—=200J3 — *
=7 V3 2 (57)

L, =300m

Valoarea lungimii aparente a imaginii simetrice din relatia (57) " reprezintd raspunsul la
sarcina de lucru 4.d.

© Solutie propuséa de:
Prof. Dr. Delia DAVIDESCU
Conf. univ. dr. Adrian DAFINEI
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